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PROJECTION ORTHOGONALE SUR LE GRAPHE
D’UNE RELATION LINEAIRE FERME

YAHYA MEZROUI

ABSTRACT. Let LR(H) denote the set of all closed linear relations on a Hilbert
space H (which contains all closed linear operators on H). In this paper, for
every E € LR(H) we define and study two associated linear operators on H,
cos(FE) and sin(FE), which play an important role in the study of linear relations.
These operators satisfy conditions quite analogous to trigonometric identities
(whence their names) and appear, in particular, in the formula that gives the
orthogonal projection on the graph of E, a formula first established for linear
operators by M. H. Stone and extended to linear relations by H. De Snoo.
We prove here a slightly modified version of the De Snoo formula. Several
other applications of the cos(E) and sin(E) operators to operator theory will
be given in a forthcoming paper.

INTRODUCTION

Soit H un espace de Hilbert et H @ H la somme directe de H avec lui méme.
H, (resp. Hy) désignera H @ {0} (resp. {0} @ H). On notera C(H) I'ensemble des
opérateurs fermés & domaine dense et LR(H ) I’ensemble des sous-espaces vectoriels
fermés de H® H, dont les éléments seront appelés relations linéaires. C(H) s’injecte
naturellement dans LR(H) par I'application qui & un opérateur A fait correspondre
son graphe G(A). La topologie la plus utilisée dans C(H) est celle induite par la
métrique du gap g définie par:

9(A, B) = || Pa(a) — Pap) || = max{6(Pga), Pa()) 6(Pa(r), Pa(a))}
olt Pg(a) (resp. Pg(py) désigne la projection orthogonale sur G(A) (resp. sur G(B))
et 0(Pg(a), Pas)) = [(I — Pap))Pca)ll- Le cadre des relations linéaires semble
étre le bon cadre pour 'étude de la théorie spectrale dans C(H) (spectre a l'infini)
et I’étude des déformations continues d’opérateurs. M.H. Stone [8] a donné pour
la premiere fois la forme explicite de la projection orthogonale sur le graphe d’un
élément de C(H) et H. De Snoo [1] en a donné une extension aux relations linéaires.
Cette formule est nécessaire pour ’étude de la métrique du gap sur LR(H). Dans ce
travail, nous donnerons une démonstration de la formule de Stone-De Snoo. Dans ce
but nous introduirons d’abord, pour chaque élément E de LR(H) deux opérateurs
associés cos(E) et sin(E). Ces opérateurs satisfont des conditions analogues a des
identités trigonométriques (d’ou leurs noms) et permettent de donner une expres-
sion explicite de la projection orthogonale de Stone-De Snoo. En outre, ils per-
mettent d’étendre & LR(H) un certain nombre de résultats connus dans C(H) et
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ils interviennent aussi dans I’étude des déformations continues d’opérateurs comme
nous le montrerons dans un autre travail a paraitre.

Les principaux résultats de ce travail sont le théoréme [, qui donne la forme
explicite de la projection orthogonale sur une relation linéaire, les propositions [L0l
et [13] qui établissent des identités qui généralisent des identités analogues connues
dans le cas des opérateurs et la proposition [14] qui fournit les valeurs des normes
et des conormes de cos(E) et sin(E) en fonction de E.

Notation. Si E € LR(H), on notera E son complément orthogonal dans H & H.
Rappelons quelques définitions données dans [6]: la relation adjointe de E, notée
E* est définie par:

o iy o g 0 il
E_K(E)ouK—<_Z.I o)

la relation inverse de E notée E~! est définie par:

4 . (01
E-"=JE)onJ= ( I 0
Le composé de deux relations E et I est le sous-espace vectoriel défini par: EF =
{(z,y)|F3z€ H:(z,2) € E, (2,y) € F}. La somme de deux relations F et F' est
le sous-espace vectoriel défini par: E+F = {(z,y+2) | (v,y) € E,(z,2) € F} et
E=En(ENHy)*t.

Définition 1. Soit £ € LR(H). On appellera domaine de E et le note D(E):
D(E)={x € H|3ye€ H avec (z,y) € E}. On appellera noyau de E et on le note
N(E): N(E) = {z € H | (z,0) € E}.

On appellera image de E et on le note R(E):

R(E)={y€ H|3x € H avec (z,y) € E}.

Soit {x,,} une suite de D(F). On dira que {z,,} converge vers € D(F) pour la
norme du graphe E si et seulement si il existe une suite {y,} telle que {(zn,yn)}
C E et {(zn, yn)} converge dans E. Soit {y,} une suite de R(E). On dira que {y,}
converge vers y € R(E) pour la norme du graphe F si et seulement si il existe une
suite {z,,} telle que {(zn,yn)} C E et {(xn,yn)} converge dans E.

Proposition 1 ([6], proposition 5). Soit E € LR(H). Alors E*E est un sous-
espace vectoriel fermé et par conséquent G(I)+E*E lest aussi.

Preuve. 1l est clair que E*E est un sous-espace vectoriel. Montrons qu’il est fermé.
Soit {(xn,yn)} C E*E une suite qui converge vers (z,y) € H ® H, il existe z, € H
tel que (Tn,2,) € E et (2n,Yyn) € E*. Dol (yn, —2n) € EL et on a: (z,;y,) —
(2n;2zn) = 0, on en déduit alors que la suite {z,} est de Cauchy dans H. La suite
{(zn, zn)} est donc convergente dans E et la suite {(z,,yn)} est convergente dans
E*. 1l existe alors z € H tel que (x,z) € E et (z,y) € E*. Par conséquent la suite
{(zn,2n)} converge vers (z,z) € E et {(zn,yn)} converge vers (z,y) € E*, car F
et E* sont fermés. Donc (x,y) € E*E. Enfin, en utilisant la proposition 5 de [6],
on déduit que G(I)+E*E est un sous-espace vectoriel fermé.

Lemme 1. Soit E € LR(H). Alors:
1)Ve>0; E*ENG(—¢l) = {0}.
2) EXENHy = E*N Hs.
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Preuve. 1) Si (v, —ev) € E*E, alors il existe y € H tel que (v,y) € E et (y, —cv) €
E*. Donc (ev,y) € E+ et on a e{v,v) + {y,y) = 0. Dot v = 0.

2) Si (0,y) € E*, alors comme (0,0) € E on a (0,y) € E*E. Réciproquement si
(0,y) € E*E, il existe z € H tel que (0,2) € E et (z,y) € E*, dou (y,—2) € E+.
Par conséquent || z | = 0=z =0 et (0,y) = (z,y) € E*.

Proposition 2. Soit E € LR(H). Alors J(G(I)+E*E) est le graphe d'un
opérateur linéaire borné, symétrique et positif. En outre, si on note cos(E) la
racine carré de cet opérateur, alors N(cos(E)) = D(E)*.
Preuve. Posons A = J(G(I)+E*E) et soit (0,v) € Ag N Hy alors (v,0) €
G(I)+E*E donc (v,—v) € E*E, dot v = 0 (cf. lemme [M). Par conséquent
Ap N Hy = {0}. Soit maintenant u € H. Comme H & H = E+ E+, 3! (s,t) € E
et 3! (z,y) € E* tels que:
(1) (u,0) = (s,t) + (2,y)
et que (x;s) = —(y;t). En outre (—y,x) € E* et t = —y, donc (s,z) € E*E.
Par conséquent (s,u) = (s,s+z) € G(I)+E*E et (u,s) € Ag, dou D(Ag) = H.
On en déduit d’apres le théoreme du graphe fermé que A est le graphe d’'un
opérateur borné, noté A et on a s = Au. En outre (u; Au) = (u;s) = (s + x;8) =

2 2 15 s
(s;8) = (yst) = [l s 7+ [ £ [I” dot

2 2

(2) (u; Au) = (Ausu) = || Aw[|”+ [t ]
ce qui entraine que A est symétrique, positif et que || A || < 1. En outre u €
N(cos(E)) < (0,u) € (G(I)+E*E) < (0,u) € E*E < (0,u) € E* <= u €
D(E)*.

Notation. On pose Vg = G(cos(E)).

Corollaire 1. Dans l’équation (), on voit que x = cos®(EL)u et par conséquent:
(3) cos?(E) + cos*(E+) = 1.

Lemme 2. Soit E € LR(H). Alors: 1) E*E C (E)*E. 2) cos(E) = cos(E).

Preuve. 1) Soit (a,b) € E*E. Alors il existe d € H tel que (a,d) € E et (d,b) € E”.
Posons (a,d) = (a,c) + (0,h) ou (a,c) € E et (0,h) € EN Hy. Montrons que
(¢,b) € (E)*, ce qui revient & montrer que (b, —c) € (E)*. Si (m,n) € E, alors

((b;=d); (m,n)) = 0, car (d,b) € E*. En outre: 0 = ((b,—d);(m,n)) =
(b,—c — h);(m,n)) = {(b,—c);(m,n)), car (m,n) € E = EN(EN Hy)t et
(0,h) € EN Hy. Dot 1).

2) D’aprés 1) on a: E*E C (E)*E, donc G VAE*E C G(I)+(E)*E et par

conséquent: J(G(I)—T—E*ELQ J(G(I)F(E)*E), d’'on cos?®(E) = cos?(E), ce qui
entraine que cos(E) = cos(E), par unicité de la racine carré positive.

Proposition 3. Soit E € LR(H). Alors:
1) R(cos*(E)) est dense dans R(cos(E)) pour la norme du graphe G(cos(E)).
2) R(cos(E)) C D(E).
3) R(cos?(E)) est dense dans D(E) pour la norme du graphe E.
4) Soient E € LR(H), v € D(E) et w tels que (cos(E)v,w) € E. Alors on a:

(4) o l* =l cos(B)v [+ | w |
5) R(cos(E)) est fermé dans D(E) pour la norme du graphe E.
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Preuve. 1) Posons B = cos(FE).

Soit w L N(B) et Bw = u 1 R(B?) pour le produit scalaire défini sur le graphe
de B. Soit v € H tel que: 0 = (w; Bv) + (Bw; B?v) = (w + B?*w; Bv) = w +
B?w € RY(B) = N(B). Dot Bu+ B*w =0 = u+ B?u =0 = (u+ B?u;u) =
0. Dot || w ||* + || Bu||* = 0 et donc u = 0.

2) Soit Bu € R(B) avec u | N(B). R(B?) est dense dans R(B) d’apres 1).
Donc il existe une suite {u,} € N+(B) telle que { B?u,} converge vers Bu pour la
norme du graphe. On en déduit que les suites {Buy,} et {B%u,} sont de Cauchy
dans H. Soit (up,0) = (Sn,tn) + (Tn,yn) la décomposition donnée par I’équation
(@). On a alors:

2 2
(Bun; Bup) = || B*up || + | tn |

ce qui prouve que la suite {¢,} est de Cauchy dans H. En outre comme s,, = B2u,,,
la suite {s,} est aussi de Cauchy. Donc la suite {(sy,t,)} C E est convergente vers
(s,t) € E et par conséquent Bu = s € D(E).

3) Soit u € D(FE) tel que V v € H; (u; COSQ(E) )ppy = 0. Il existe un
unique (w,z) € H x H; (u,w) et (cos*(E)v, z) € E. Soit (v,0) = (s,t) + (z,y) la
décomposition donnée par (). On a (u,cosQ(E)w + (w;z) = 0. Or (w z) =
(u;x). En effet: Comme s = cos?(E)v, alors: (v —z,v) € G(I)+E*E <= (v,v —

z) € Ap = (v—uz,2) € E*E. En outre comme E*E C (E) E (cf. lemme ),
alors (v — z,v) € (E)*E, d’ou il existe r € H : (v —z,7) € E, (r,z) € (E)*. Or
(v—1,2) € E = r = z. Enfin (z,x):(r,a:)e(~)*:>( x, ) € () =
(w,w); (—z,2)) = 0= (w;z) = (u;x), dout (u;cos*(E)v)pp) = 0 ce qui

donne: (u;cos?(E)) + (u;z) = 0= (ujcos?*(E)v+z) = (u; > = 0. On en
déduit que u = 0. D’ou 3).

4) Soit u € H et (u,0) = (s,t) + (x,y) la décomposition donnée par () ou £
est remplacé par E. Alors: s = cos?(E)u et || cos(E)u ||> = || cos®(E)u ||2 + 3
Comme R(cos(E)) est dense dans D(E), il existe {u,} € Nt (cos(E)) telle que la
suite {cos(E)u,} converge vers v pour la norme du graphe. En outre il existe une
unique suite {w, } telle que (cos(E)un, w,) € E et ona: (un,0) = (cos?(E)un, wn )+
(Zn,yn) €t || cos(E)un ||> = || cos®(E)un ||2 + || wy, ||>. Par conséquent || v ||* =
I cos(E)o ||* + | w |

5) Montrons d’abord 1’égalité suivante.

(5)  VueD(E), (cos(Eyu,2) € B =l u|* = || cos(B)u |* + | = ||I*

En effet, il existe une suite {u,} C D(E) qui converge vers u et si on note {z,}
Punique suite telle que (cos(E)un, z,) € E, alors on a: || uy ||> = || cos(E)un, ||* +
| zn ||I” et comme cos(E) est borné, on en déduit que la suite {z,} est convergente.
Enfin, par passage a la limite, on obtient 1’égalité annoncée.

Montrons maintenant 5). Soient {cos(E)u,} une suite qui converge vers v €
D(E) pour la norme du graphe E et {u,} C D(E), {z,} telles que (cos(E)uy, z,) €
E et z tel que (v,z) € E. Alors (@) donne: | uy ||° = || cos(E)un || + || 2 |-
Comme la suite {z,} converge vers z, on en déduit que la suite {u,} est convergente
vers un élément v € H, d’ott v = cos(E)u € R(cos(E)).

Remarque 1. De 3) et 5) de la proposition B, on déduit que:
D(FE) = R(cos(E)).
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Proposition 4. EVg N (EVE N He)t = EVe N (E N Hy)* est le graphe d’un
opérateur linéaire borné noté sin(E).

Preuve. Comme R(cos(E)) = D(E) (cf. remarque[I) et cos(E) est un opérateur
borné, alors EV g est un sous-espace vectoriel fermé dont le domaine est tout H (cf.
proposition 5 de [6]). D(EVg) = H, donc EVEN(EVE N H)t est le graphe d'un
élément de B(H). Enfin on a EVg N Hy, = EN Hy. En effet: si (0,y) € E, alors
(0,y) € EVEg car (0,0) € Vg. Réciproquement, si (0,y) € EVg, alors 3 z € H
tel que (0,2) € Vg et (z,y) € E. Mais (0,z) € Vg = z = 0, car cos(E) est un
opérateur. D’ou (0,y) = (z,y) € E.

Proposition 5. Soitu, z € H et (u 0) = (s,t)+(x,y) la décomposition donnée par
M. Alors: 1) (s,t) € Eﬁ(EﬁHg) et sin(E) cos(E)u =t 2) (cos(E)z,sin(E)z) €
EN(ENHy)t 3) N(cos(E)) C N(sin(E)) 4) sin(E) = sin(E) 5) N(sin(E)) =
N(cos(E)) + N(E).

Preuve. 1) On a (u,O) (cos?(E)u,t) + (z,y) avec (z,y) € E+ et t = —y.
(cos(E)u,cos*(E)u) € Vg ) € E, donc (cos(E)u, t) € EVg. Reste
a vérifier que (cos(E)u,t) € (E N Hy)t. En effet, si (0,h) € E, alors: (t;h) =
(—y;h) = {((—z,—y); (0, g = 0. On en déduit que t = sin(E) cos(F)u et
donc que (s,t) €e EN(EN .

2) (z,sin(E)z) € G(sin(E)) = EVe N (EN H2)t et donc il existe r € H tel que
(z,7) € Vg et (r,sin(E)z) € E, d’ou r = cos(E)z et on a: (cos(E)z,sin(E)z) =
(r,sin(E)) € E. Enfin, il est clair que (cos(E)z,sin(E)z) € (E N Hy)t. D’ou
(cos(E)z,sin(E)z) € EN (EN Hy)* .

3) Soit z € N(cos(E)), alors (0,sin(E)z) € (ENHz)N(ENHy)t, dotsin(E)z =

~+ ~—

0.

4) Pour montrer que sin(E) = sin(E), il suffit d’établic que G(sin(E)) C
G(sin(E)) = EVy = EVp. Si (z,y) € G(sin(E)) = EVg N (E N Hy)t, alors
(x,y) € EVE et par conséquent il existe z € H tel que (x,z) € Vg et (z,y) € E.
Or (x,y) € (EN Hy)*, donc (z,y) € (EN Hy)' et (z,y) € E, ce qui entraine que
(z,y) € EVp = G(sm(E))

5) Comme sin(E) = sin(E), alors N(sin(E)) = N(sin(E)). Or N(sin(E)) =
N(5) + (ol vt coion)~ [R(V2) A N(E)] = N(V ) + N(E), car R(V) =
D(E).

Proposition 6. Soit E € LR(H). Alors Ag.E est le graphe d’un opérateur
linéaire fermable de domaine D(E).

Preuve. Soit (0,z) € Ag.E. Alors 3t € H tel que (0,t) € E et (t,2) € Aga,
d’ou (0,t) € EE* et (2,t) € G(I)+EE*. Donc (z,t — z) € EE* et par conséquent
(z,—z) € EE*. On en déduit que z = 0 (cf. lemme [I). Pour montrer que Ag.E
est fermable, il suffit de montrer que V y # 0,€ H: (0,y) & Ag«E, (cf. le iii) du
théoreéme 11.2.10 de [2]). Soient {z,} une suite qui converge vers zéro et {y,} une
suite qui converge vers un élément h € H. Alors: 3 z, € H tel que (z,,2,) € E et
(znyYn) € DNg. = T t, € H tel que:

(l‘n,Zn) ck <tn;xn> - <ymzn> =0
" == 2 2
(ynatn) € E* et (tn,2n —yn) €F ” ln H + H Yn H - <yn,zn> =0.
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De la derniere équation, on tire que

2 2
[ n || [ zn ||

2
= o P < 2

2 2 2
[tn 7+ yn 17 <[l tn [I” +
Alors {y,} converge vers zéro et par conséquent y = 0.

Lemme 3. Soit E € LR(H). Alors:
E(G(I)+E*E) = (G(I)+EE*)E = E+EE"E.

Preuve. a) Montrons que E(G(I)+E*E)CE+EE*E. Soit (u,v) € E(G(I)+E*E).
Alors 3w € H tel que (u,w) € G(I)+E*E et (w,v) € E, dott (u,w —u) € E*E
et par conséquent 3t € H tel que (u,t) € E et (t,w —u) € E*. On en déduit que
(w—wu,v—1t) € FE et donc que: (t,v—t) € EE*, d’ou (u,v—t) € EE*E. En outre
(u,v) = (u,v—t+t) avec: (u,t) € E, et (u,v—t) € EE*E = (u,v) € E+EE*E.

b) Montrons que (G(I)+EE*)E C E+EE*E. Soit (u,v) € (G(I)+EE*)E.
Alors 3w € H tel que

(u,w) € B
(w,v) € GI)+EE*.

d’ou (w,v —w) € EE* ce qui entraine que 3¢t € H

(w,t) € E*
{ (t,v—w) € E.

Par conséquent (u,t) € E*E et (u,v—w) € EE*E et comme (u,v) = (u, v —w+w),
alors (u,v) € E+EE*E.

¢) Montrons que E+EE*E C E(G(I)+E*E). Soit (z, f +g) € E+EE*E, avec
(x,f) € Eet(x,9) € EE*E. 1l existe alors t € H tel que (z,t) € E, (t,8) €
E* et (s,g9) € E et on a (z,5) € B*E = (v,5 + ) € G(I)+E*E. En outre
(2,1) et (5,9) € E —> (v +5,f +9) € E —> (1, f +g) € B(G(I)+EE) et donc
E+EE*E C E(G(I)+E*E).

d) Montrons que E+EE*E C (G(I)+EE*)E. Soit (z, f+g) € E+EE*E tel que
(x,f) € E et (x,9) € EE*E. 1l existe alors t,s € H tels que (z,t) € E, (t,s) € E*
et (s,g) € E. Donc (t,g) € EE* = (t,g +1t) € GU)+FEE* = (1,9 +1) €
(GUI)+EE*)E. Or (0,f —t) € E car (x,f) € Eet (z,t) € Eetona (0,f —t) €
G(I)+EE*. Alors (t,f +g) € GUI)+EE*. En outre (z,t) € E, dou (z, f +
g) € (GUI)+EE*)E. On conclut alors que E(G(I)+E*E) = (G(I)+E*E)E =
E+EE*E.

Lemme 4. Soit E € LR(H). Alors Ap.(G(I)+EE*) C G(I).
Preuve. Soit (u,v) € Ap. (G(I)+EE*). Alors 3w € H tel que (u,w) € G(I)+EE*
et

(v,w) € G(I)+EE* (v,w—v) € EE*
= (u—v,v—u) e EE* = u=v

(cf. 1) du lemme[T).

Lemme 5. Soit E € LR(H). Alors G(I) C (G(I)+E*E) .

Preuve. Siu € H, alors 3w € H tel que: (u,w) € A = (w,u) € (GI)+E*E)
= (u,u) € (GU)+E*E) A g.
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Lemme 6. Soit E € LR(H). Alors Ap. E C EAp.

Preuve. On a A E C Ap. E(G(I)+E*E)Ag (cf. lemme H). Or E(G(I)+E*E)
= (G(I)+EE*)E (cf. lemme [). Par conséquent Ap. E C Ap. (G(I)+EE*)EA,
et on en déduit que Ap. E C EAR (cf. lemme H).

Proposition 7. Soit E € LR(H). Alors Vg-E C EVg.

Preuve. Notons B l'opérateur de graphe Ay Soient A 'opérateur de graphe A p.
et {@,} une suite de polynomes en A telle que hIJIrl Qn(A) = cos(E*) dans

B(H) (cf. la proposition 0.5 de [5]). Si (x,2) € Vg-E, alors il existe y € H tel
que (x,y) € Fet (y,z) € Vg-. On a d’une part lir_irrl Qn(A)y = z et d’autre
n—-1+0o0

part (y, Qn(A)y) € G(Qn(A)). Or G(Qn(A))E C EG(Qn(B)) = (z,Qn(A)y) €
EG(Qn(B)). 1l existe donc wy, € H tel que

(z,wn) € G(Qn(B))
(wn, @n(A)y) € E

d’ott wy, = Qn(B)x et par conséquent lilf wy, = cos(E)x. Alors (cos(E)z,z) € E
n—-—1+0oo

entraine que (x,z) € EVg.
Proposition 8. Soit E € LR(H). Alors sin(E*) = [sin(E)]*.

Preuve. Montrons que G([sin(E*)]*) C G(sin(E)) = EVg N (EN Hy)t. [sin(E*)]*
est Uopérateur de graphe: (E*Vg- N (E* N Hy)t)* = K(E*Vg )t + ELt N H;.

a) Il est évident que E+ N H; C (EN Hy)™ .

b) EX N Hy; C EVE, en effet: soit (z,0) € EXNH; = (0,2) € B* = (0,2) €
E*E = (0,7) € GU)+E*E = (2,0) € Ay = (¢,0) € Vg = (2,0) € EVE.

¢) Montrons que K[(E*V )] C (ENH)* Or K[(E*Vg-)t] C (ENHy)* <=
K(E N Hy) C E*Vg-+ Soit donc (0, f) € (E N Hy), alors (0, f) € EE* = (0, f) €
G(I)+EE*. On en déduit que (f,0) € Ap. et donc que K[(0, f)] = (f,0) € V-,
dott: (f,0) € E*Vg..

d) Montrons que (E*Vg-)* C EVE Ceci équivaut a dire que (E*Vg«)* C
(VEE*)* <= VgE* C E*Vg-, ce qui est vrai (cf. proposition [7).

On vient de montrer que (sin(E*))* C sin(E) et comme [sin(E*)]* est un opéra-
teur borné, on en déduit que [sin(E*)]* = sin(FE).

lVopérateur qui a pour graphe le sous-espace vectoriel Vg« E est la restriction de
Vopérateur sin(E) a D(E)).

Proposition 9. Soit E € LR(H). Alors Vg-E C G(sin(E)) (c’est a dire que

Preuve. cos(E™) est un opérateur symétrique, donc (Vg«)* = Vg« et on peut donc
écrire que Vg-E = (V)" (E*)* C (E*Vg«)* (cf. proposition 10 de [6]). Donc
Ve-E C{G(sin(E*))}* = G(sin(E)), d’olt on voit que sin(F) est une extension de
lopérateur dont le graphe est Vg« E.

Proposition 10. Soit E € LR(H) el Py(cos(r)) la projection orthogonale sur
N(cos(E)). Alors:

(6) cos?(E) + sin(E*)sin(E) = I — Py (cos(p))

ce qui justifie les notations cos et sin.
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Preuve. Soit u € H, on pose C = cos?(E) + sin(E*)sin(E) et v = cos(E)u. Si
(u,0) = (s,t) + (x,y) est la décomposition donnée par (), alors (v,t) € EVE.
En outre ¢ = sin(E) cos(E)u (cf. Proposition[d) et comme R(cos(E)) = D(E) en
utilisant (2)) et la proposition B on voit que:

(7) Vv € D(E) (v; (cos?(E) + sin(E*)sin(E))v) = || v ||°.

Soit maintenant w € H et v = me. Alors:

(w; Cw) = (Pn(eos(en W + Ppayw; Cw) = (Pn(cos(r))w; C Ppgyw)-
En utilisant (@) on trouve:
(w; Cw) = (w; Peryw) = (w; (C' — Pygy)w) = 0.
Par polarisation on en déduit que C' — Py = 0, d’ot: cos?(E) +sin(E*) sin(E) =

Pm = I — Pn(cos(E))- On va rappeler un résultat connu qui nous sera utile pour
la suite.

Proposition 11. Soit A un opérateur fermé a domaine dense et

0 | Az |
weD(A), zeNL(4) | z ||

c(4) =

sa conorme (cf. [1], Théoréme 5.2, p. 231, ou la conorme de A est notée y(A) et
appelée “reduced minimum modulus of A”). Alors:

c(AAY) = c(A* A) = c(A)c(A") = 2(A).

Proposition 12. Soit E € LR(H). Alors: 1) || sin(E) ||* + ¢2(cos(E)) = 1,
2) || cos(E)| gy II” + 2(sin(E)) = 1.

Preuve. 1) Si u € N1t(sin(E)) € N-t(cos(E)) et || u || < 1, alors d’apres
Iéquation (B): || sin(E)u ||* = || u ||* = || cos(E)u ||* < || u |[* = (cos(E))| u ||* =
(1—c%(cos(E)))|| u ||?. Par conséquent: || sin(E) || < 1 —c?(cos(E)). Inversement,
on peut éerire: || cos(E)u |* = || u |* = || sin(E)u |I* = || w|* — || sin(E) |*[| u ||,
par conséquent || sin(E) ||> > 1 — ¢(cos(E)), d’on 1).

2) Si u € Nt(sin(E)) € N+(E) N N+(cos(E)), alors d’apres Iéquation (@) on

a: || sin(E)u |I* = [ u |” — | cos(E )U I = [l = Il cos(E)|ns(my II°[l w||*. Dot
A(sin(E)) > 1 — || cos(E)|nx(m) |?. Inversement, comme
N+(E) = sin(E)) + (N*(cos(E)) N N (E)* NN+ (E)

N )+

= N*(sin(E)) + (N(cos(E)) + N(E)) N N*(E)
= N*(sin(E)) + N(cos(E)) N N*(E)
= N1t(sin(E)) + N(cos(E)).
Soit u € N (E) et u =v +w, ot v € N*(sin(E)) et w € N(cos(E)). En utilisant
Péquation (@), on obtient alors: || cos(E)u || = || u ||>—|| sin(E)v |*—| w ||*. D’olt
| cos(B)u ||> < || v|?=c2sin(E)|| v ]]* < (1—c2(sin(E)))| u ||* et par conséquent
| cos(E)|ys (g |I* <1 - cA(sin(E)), don 2).

Remarque 2. Soit E € LR(H). Alors || sin(E) | < 1.

Proposition 13. Soit E € LR(H). Alors cos(E*)sin(E) = sin(E) cos(E).
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Preuve. Montrons d’abord que G(cos(E*)sin(E)) C EVgVg. Soit (v,z) €
G(cos(E*)sin(E)). Il existe y € H tel que:

(x,y) € G(sin(F))
(y,2) € G(cos(E™)).
1¢" cas) Si x € D(FE), alors (x,y) € Vg«E (cf. proposition @) et on en déduit
que (z,2) € Vg-Vg+E C EVEVE (cf. lemme [).
2¢Mm€ cas) Si x est un élément quelconque de H, on écrit: = x1 + x2 avec x1 €
D(E) et 13 € D(E)* 29 € D(E)* = (22,0) € Vg (cf. proposition B). =
(22,0) € EVEp = (22,0) € G(sin(EF)) = (21,y) € G(sin(£)). On obtient alors

(x1,2) € G(cos(E*)sin(E))
xr1 € D(E)

et il existe donc une suite {t,} C D(E) telle que
lim (tn,cos(E*)sin(E)t,) = (21, 2)
n—-—+00

car cos(E*)sin(F) est un opérateur borné.

En outre (t,,cos(E*)sin(E)t,) € G(cos(E*)sin(E)) avect, € D(E). Dou
(tn,cos(E*)sin(E)t,) € EVEVg (cf. premier cas). Comme EVEVg est fermé,
(x1,2) € EVEVE. Par ailleurs (z2,0) € G(cos(E)) ce qui entraine que (x2,0) €
EV gV Eg. Finalement on conclut que G(cos(E*)sin(E)) C EVEVE.

Montrons maintenant que

cos(E™) sin(E) = sin(F) cos(E)(z, z) € G(cos(E*) sin(E))
= (z,2) € EVEVE = 3t € H tel que

(x,t) € G(cos(E))
(t,z) € EVg

ce qui revient & montrer que (t,z) € (E N Hy)t. En effet: 2 € R(cos(E*)) et
R(cos?(E*)) est dense dans R(cos(E*)) (cf. proposition B)). Il existe donc une suite
{zn} C R(cos?(E*)) et une suite {y,} C H telles que

lim 2, =z et (Yn, 2n) € G(cos*(E*)) = (2n,Yn — 2n) € EE* = 35, € H

n—-—+00

tel que:

{(zn,sn) € FE* N {(sn, —zp) € B+

(Snayn_zn)EE (snayn_zn)eE'

Soit maintenant (0, f) € E. Alors: ((Sn,—2);(0,f)) = 0= (2,,f) = 0 =
(zf) = 0.

Lemme 7. Soit E un sous-espace vectoriel fermé et (z,y) € E. Alors: 3! u €
N-L(cos(E)) et 3! v € N(cos(E*)) avec (z,y) = (cos(E)u, sin(E)u-+v) Réciproque-
ment: ¥V u € N+ (cos(E)) et v € N(cos(E*)); (cos(E)u,sin(E)u+v) € E.

Prewve. E = EN (EN Hy)t + EN Hy. Si (z,y) € E, alors: 3 (a,b) € EN
(ENHz2)*t et (0,v) € ENHs tels que (x,y) = (a,b)+ (0,v) R(cos(E)) = D(E) =
3! u € Nt(cos(E)) tel que a = cos(E)u et donc b = sin(E) cos(E)u. En outre
(cos(E)u,sin(F)u) € G(sin(E)). En effet: (u,sin(E)u) € G(sin(E)) = EVg N
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(EN Hy)t = 32 € H tel que: (u,2) € Vg et (2,sin(E)u) € E = z = cos(E)u
= (cos(E)u,sin(E)u) € E. (u,sin(E)u) € (EN Hz)t, par conséquent

(cos(E)u,sin(E)u) € EN (E N Hy)™*.

Théoréme 1. Soit E € LR(H). Alors la projection orthogonale sur E est donnée
par:

_( cos?(E) cos(F) sin(E*)
Pp = ( sin(E) cos(E) I — cos?(E*) ) ’

Preuve. De la proposition [I0, on déduit que Pg est auto-adjoint. Montrons main-
tenant que Pg(z,y) = (z,y) < (x,y) € E

<) Si (z,y) € E = 2 € D(E) = Ppy(cos(ez = 0 et on a: (x,y) =
(cos(E)u,sin(E)u + v) avecu € Nt(cos(E))et (0,0) € E N Hy Pp(z,y) =
(cos?(E)x + cos(E) sin(E*)y, cos(E*) sin(E)x + y — cos?(E*)y) cos?(E)x + cos(E)
sin(E*)y = z—sin(E*) sin(E)z+cos(E) sin(E*)y (cf. Proposition[I()) = z+sin(E*)
-{cos(E*)y — sin(E)z} = x + sin(E*){cos(E*) sin(E)u — sin(F) cos(E)u} = = (cf.
proposition[I3). De méme: cos(E*) sin(E)z+y—cos?(E*)y = y+cos(E*){sin(E)z—
cos(E*)y} = v.

=)

cos?(E)z + cos(E) sin(E*)y = z

PE($7y) = (x,y) <~ {Cos(E*)Sin(E)(E +y— cosQ(E*)y =y.

La premiere équation peut s’écrire: x = cos(E){cos(E)z + sin(E*)y}. Donc = €
D(E), car R(cos(F)) = D(FE). Posons v = cos(E)zr + sin(E*)y. 1l suffit donc
de montrer que: t = y —sin(E)u € N(cos(E*)) (cf. lemme ). Or cos(E*)t =
cos(E*){y —sin(F)u} = cos(E*){y —sin(E) cos(E)x — sin(F) sin(E*)y} = cos(E*) -
{cos?(E*)y—sin(E) cos(E)x+Pn (cos(£+))y } = cos(E*){cos? (E*)y—sin(E) cos(E)x}.
Or de la seconde équation, on tire que:

cos?(E*)y = cos(E*)sin(E)z = sin(E) cos(E)x.
D’ott cos(E*)t = 0, par conséquent: (z,y) = (cos(E)u,sin(E)u+y —sin(F)u) € E.

Remarque 3. Le théoreme précédent a d’abord était démontré dans le cas des
opérateurs par M. H. Stone [8] et étendu & des relations fermées quelconques par
H. De Snoo [1].

Proposition 14. Soit E € LR(H). Alors:
1) || cos®(E) ||= 0%(E, Ha) et || cos(E) ||= d(E, H>).
2) c(cos’(E)) =1 —e%(E, Hy) et c(cos(E)) = \/1 —e2(E, Hy).
3) cos?(E) Py (py = cos®(F), avec F = EN (ENHy)*.
4) || sin(E) |* = e2(E, Hy) et A(sin(E)) = 1 — 2(E, H).

Prewve. 1) || co’(E) | = | PiPuPy || = | PPePsPy | = || (PiPe)(PLPE)" |=
| PLPg ||? = §2(E, Hy). Comme cos(E) est symétrique, || cos(E) || = §(E, Ha).
2) *(P1Pg) = c((P1Pr)(P1Pg)*) = ¢(P1PgPy) = c(cos?(E)) (cf. proposition
[1). Par ailleurs e2(E, Hy) + ¢2(P1Pg) = 1 (cf. la proposition 1.2.2 de [4] ]), donc
c(cos?(E)) = 1—e%(E, Hy) et par conséquent c(cos(E)) = /1 — e2(E, Hy), puisque
c(cos?(E)) = c(cos(E))c(cos(E)) = c*(cos(E)) et cos(E) est symétrique.
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3) Ona E = ENHy + F et P = Pr + Pgnp,, puisque EN Hy et F sont

orthogonaux. Comme
_( Pney O
PEﬁHl - ( 0 0 ’

cos*(E) = Py(p) + cos*(F),
ce qui entraine que cos?(E)Pyy(p) = cos?(F)Pyyp) = cos’>(F)(I — Pyg)) =
cos?(F), car N(E) C N(cos(F)).

4) D’apres le 1) de la proposition on a: | sin(E)||> = 1 — (cos(E)) =
e2(E, Hy). En outre d’apres le 2) de la méme proposition, on obtient: ¢?(sin(E ))
1—|| cos(E) Py (g || = 1—| cos?(E) Py (g || En effet, comme cos?(E)Py..
cos?(F), alors COS2(E)PNL(E) est symétrique et par conséquent cos (E)PNL(E) =
Pyi(p cos?(E). On peut écrire alors

|| cos(E) Py () |* =I| (cos(E) Py (gy)* cos(E) Py |
=|| PNL(E) COS2(E)PNL(E) I

alors:

:H COSQ(E)PNL(E)PNL(E) ||
=|| COSZ(E)PNL(E) [ -
Par ailleurs e*(E, Hy) = || PiPpr(pam,) P1 || = || cos®(F) |.
Proposition 15. Soit E € LR(H). Alors:

0 0

P: = Py + :
BTOE (0 —PN<cos<E*>>)

Preuve. Pgp = Pz + Pgnm,, avec
p _( cos*(EN Hay) cos(E N Hy)sin([E N Ha|*)
EQHz =\ sin(E N Hy) cos(E N Hy) I —cos?([E N Hyl*) ‘
Or cos(E N Hs) = 0, donc

P ({00
ERH: =\ 0 I —cos®([ENHy*) )°

En outre I — COSQ([E N HQ]*) = PN(cos([EﬁHz]*)) = PN(cos(E*))- En effet:
x € N(cos([E N Hyl*)) <= x € D*([EN Hy|*) <= (0,2) € EN Hy
<=z € N(cos(E")).

Remarque 4. 1) On vérifie sans peine que

Prcos(ey) 0 )
F)=Pg +
UE) = Ps (0 =P (cos(E))

est une projection orthogonale sur le graphe d’un opérateur fermé & domaine dense,
qu’on appelle ”opératisé” de E. Cette opératisation se ramene a éliminer la partie
verticale £ N Hy de la relation et la définir sur un espace dense en 'occurence sur
D(E) 4+ D*(E), en envoyant D+ (E) sur zéro. En fait Q(E) = Pg + PpL(geo} —
Pgm,

2) On se place maintenant dans le cadre des opérateurs. Soit A € C(H) et posons
E = J[G(A)] = [G(A)]~! Iinverse au sens des relations du graphe de A. Alors la



2800 YAHYA MEZROUI

projection orthogonale sur le graphe de 'inverse de Moore-Penrose de A est donnée
par la matrice Q(F). On retrouve les résultats donnés dans [3] (le lemme 2.5, les
corollaires 2.6 et 2.8) concernant les relations entre les projections orthogonales
d’un opérateur et celle de son inverse de Moore-Penrose:

[ I —cos*(E*)+ Py(p+y cos(E*)sin(E)
QE) = ( cos(FE) sin(E*) cos?(E) — Pn(p) ) '

Donc le résultat de “I’opératisation” de la relation [G(A)] 7.
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